Gondolkodasi és megismerési modszerek - 9. évfolyam

Grafokkal kapcsolatos alapismeretek
Bevezeto feladatok:

1. Egy sziget 6 falujat kozvetleniil 6sszekotd szarazfoldi utakrol az alabbiakat tudjuk: C-bél csak E-re nem
vezet kozvetlen ut, A-t és F-et két ut koti 6ssze, D-bol E-be is kozvetlen Ut vezet. Ezek az utak nem
keresztezik egymast. A szigeten a siiri novényzet €s a sziklak miatt csak az utakon lehet kdzlekedni.

a. El lehet-e jutni B-b6l szarazfoldon F-be?
b. El lehet-e jutni B-bol F-be, ha C és F kozott hoakadaly miatt nem lehet kozlekedni?
c. Ellehet-e jutni B-bdl E-be, ha D és E kozott hdakadaly miatt nem lehet kozlekedni?

2. 1736-ban Leonard Euler (1707-1783) svajci matematikus irta a legelsd, grafelméleti targyi matematikai
munkat. A dolgozat megsziiletését tulajdonképpen a XVIII. szazadi Konigsberg varos polgéarainak
koszonheti. A varost atszeld Pregel folyon hét hid vezetett, az dbran lathaté médon. A varos lakoi azzal a
kérdéssel fordultak Eulerhez, hogy lehet-e olyan sétat tenni, amely kozben valaki a lakasabodl indulva
minden hidon atsétal, majd hazaérkezik ugy, hogy egyik hidon sem ment at egynél tobbszor. Vajon lehet?

k
)

Graf: pont, él fokszam:

Def.: Grafnak nevezziik pontoknak és éleknek a halmazat, ahol az élek pontokat kotnek Gssze, illetve az élekre
pontok illeszkednek ugy, hogy minden élre legalabb egy, legfeljebb két pont illeszkedik.

Def.: A graf egy pontjaba 6sszefuto élek szamat a pont fokszamanak (fokanak) nevezziik.
Def.: Ha egy pontban nincs ¢l, akkor azt izolalt pontnak nevezziik, fokszama 0.
To6bbszoros ¢€l, hurokél:

Def.: Ha két pontot két vagy tobb él koti Ossze, akkor ezeket parhuzamos (vagy tobbszords) 7
¢leknek nevezziik.

Ha egy ¢lre egy pont illeszkedik, azaz egy €l két végpontja azonos, akkor azt az €lt
hurokélnek nevezziik. O

—> A hurokél kettdvel noveli a fokszamot.
Def.: Ha egy grafban nincsenek parhuzamos €lek és nincs hurokél, akkor azt egyszerii grafnak nevezziik.

3. (E) Egy hat tagli tarsasagban a hazigazda mindenkit ismer, négy vendégének pontosan két ismerdse van a
tarsasagbol. Az ismeretségek kolcsonosek. Abrazold graffal az ismeretségeket.

4. (K) Egy irodai szamitogép-halozat hat gépbol all. Mindegyik gép ezek koziil harom masikkal van
kozvetleniil 6sszekotve. Rajzolj egy olyan grafot, amely ezt a halozatot szemlélteti!
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5. Rajzolj olyan dtpontu egyszerii grafot, amelyben a csucsok fokszamai:

a. 1:;1:;2:2:2
b. 0;1;1:1:3
c. 1;1;1;:1;2.

A fenti grafok esetében add meg a fokszamok Osszegét €és az €lek szamat! Mit tapasztalsz?

Fokszamok dsszege és élek szama kozotti osszefiiggések:

Tételek:
(1) Barmely grafban a fokszamok dsszege az €lek szamanak kétszerese.
(2) Minden grafban a pontok fokszamanak Osszege paros szam.
(3) Barmely grafban a paratlan fokszamu pontok szama paros.

Teljes graf:

Def.: Egy egyszerli grafot teljes grafnak neveziink, ha barmely két pontja dssze van kotve éllel.

o AR Sy

Az egy izolalt pontbol allo graf is teljes graf.

n
Tétel: Az n pontu teljes grafnak [ZJ ¢le van.

Osszefiiggé graf, komplementer graf:

Def.: Osszefiiggének neveziink egy grafot, ha barmely pontjdbél barmely pontjdba el lehet jutni az élek
mentén.

A nem 0Osszefiiggd graf részeit komponenseknek nevezziik.

Def.: Egyszerii graf komplementere olyan egyszerti graf, amelynek pontjai az eredeti graf pontjai, élei pedig
azok az ¢élek, amelyek nincsenek benne az eredeti grafban.

6. Jellemezd az alabbi grafokat a megadott szempontok szerint!

AS A

Van-e benne hurokél?
Van-e benne
parhuzamos él?
Van-e benne izolalt
pont?

Egyszerii graf-e?
Teljes graf-e?

Osszefiiggd graf-e?
Mennyi a pontok
fokszamainak az
osszege?

Mennyi éle van?
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10.

11.

12.

Létezik-e olyan 6tpontt egyszerli graf, amelynek fokszamai

a. 1;2;2,2;3
b. 1;1;2;2;4
c. 1;2;3;3;4
d. 1;3;3;4;5?

Ha létezik, akkor rajzold le a grafot, ha nem létezik, akkor pedig indokold meg, hogy miért nem!

Létezik-e olyan nyolcpontt egyszerli graf, amelyben a fokszamok rendre
a. 2;2;3;3;4,6;6;8
b. 1;2;3;4;5;5;5;6
c. 0:1;2;3;3;4;,4;7
d. 1;23;3;5;6;7;7
e. 1;1;3;4;6;7;7;77
Ha 1étezik, akkor rajzold le a grafot, ha nem létezik, akkor pedig indokold meg, hogy miért nem!

(E) Iskolak kozotti labdarugod-bajnoksagra jelentkezett 6 csapat kozott lejatszott mérkézéseket szemlélteti
az abra. Hany mérkdézés van még hatra, ha minden csapat minden csapattal egy mérkdzést jatszik a
bajnoksagban?

C

(E) Oktoberben az iskolaban nyolc osztaly nevezett be a focibajnoksagra egy-egy csapattal. Hany
mérkdzést kell lejatszani, ha mindenki mindenkivel jatszik €s szerveznek visszavagokat is?

(E) A varosi kozépiskolas egyéni teniszbajnoksag egyik csoportjaba hatan keriiltek: Andrés, Béla, Csaba,
Dani, Ede és Feri. A versenykiiras szerint barmely két fiinak pontosan egyszer kell jatszania egymassal.
Eddig Andras mar jatszott Bélaval, Danival és Ferivel. Béla jatszott mar Edével is. Csaba csak Edével
jatszott, Dani pedig Andrason kiviil csak Ferivel. Ede és Feri egyarant két mérkézésen van tul.

a. Szemléltesd graffal a lejatszott mérkdzéseket!

b. Hany mérk6zés van még hatra?

Cc. Hany olyan sorrend alakulhat ki, ahol a hat versenyz6 koziil Dani az els6 két hely valamelyikén

végez?

(E) Egy focicsapat 11 jatékosa megérkezik az edzésre, néhanyan kezet fognak egymassal. (Két jatékos
kozott legfeljebb egy kézfogas torténik.) Az edz6 felirta, hogy ki hanyszor fogott kezet, és a kovetkezd
szamokat kapta: 0; 1; 2; 2; 2; 5; 0; 0; 4; 4; 2.
a. Abrazold a kézfogasoknak egy lehetséges grafjat, ahol a pontok a jatékosokat jelslik, és két pont
kozott akkor van €l, ha az illetk kezet fogtak az edzés eldtt!
b. Hany kézfogas tortént 6sszesen?
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13. (E) Egy iskola asztalitenisz bajnoksagan hat tanulé vesz részt. Mindenki mindenkivel egy mérkézést
jatszik. Eddig Andi egy mérkdzést jatszott, Barnabas és Csaba kett6t-kettot, Dani harmat, Eniké és Feri
négyetnégyet.

a. Rajzold le az eddig lejatszott mérk6zések egy lehetséges grafjat!
b. Lehetséges-e, hogy Andi az eddig lejatszott egyetlen mérk6zését Barnabassal jatszotta? (Igen
valasz esetén rajzolj egy megfeleld grafot; nem valasz esetén valaszod részletesen indokold!)

14. Igaz-e, hogy barmely nyolc tagu tarsasagban van két olyan ember, akiknek a tarsasdgban ugyanannyi
ismerdse van? (Az ismeretség kolcsonds, az ember 6nmaganak nem ismerdse.)

15. Rajzold le azt a grafot, amelynek pontjai a természetes szamok 0-to6l 10-ig, és egy a szambol nyil mutat b-
be, ha a osztdja b-nek. Melyik az a szam, amelybdl az Osszes szamba mutat nyil? Melyik az a szam,
amelybe az Osszes szdmbdl mutat nyil?

Def.: Iranyitott grafnak nevezziik a pontokbdl és pontparokat sszekotd iranyitott vonalakbol allo alakzatokat.
Ennek éleit iranyitott éleknek nevezziik.



